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Аннотация. Функция Такаги является простым примером непрерывной нигде не дифферен-
цируемой функции и определяется как
T (x) =
∞∑
k=0
2−nρ(2nx),
где
ρ(x) = min
k∈Z
|x− k|.
Моменты функции Такаги задаются как
Mn =
∫ 1
0
xnT (x) dx.
Основной результат работы – следующая оценка:
Mn =
lnn− Γ′(1)− lnpi
n2 ln 2
+
1
2n2
+
2
n2 ln 2
φ(n) +O(n−2.99),
где функция
φ(x) =
∑
k 6=0
Γ
(
2piik
ln 2
)
ζ
(
2piik
ln 2
)
x−
2piik
ln 2
является периодической от log2 x, а через Γ(x) и ζ(x) обозначаются гамма и дзета-функции.
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Функция Такаги определяется на единичном отрезке следующим образом:
T (x) =
∞∑
n=0
ρ(2nx)
2n
, (1)
где ρ(x) задается как ρ(x) = minn∈Z |x−n|, т.е. ρ(x) – расстояние от x до ближайшего
целого числа. График функции T (x) показан на рис. 1.
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Рис. 1. График функции Такаги
Fig. 1. Graph of the Takagi function
Функция Такаги появляется в различных областях математики (см. обзоры [3,
4]). Изучению свойств функции Такаги посвящены сотни работ. В [4,6] найдено ре-
куррентное уравнение для моментов этой функции. В настоящей работе находятся
асимптотики моментов этой функции.
Моментами функции T (x) будем называть величины
Mn =
∫ 1
0
xnT (x) dx. (2)
Де Рам [5] показал, что T (x) является единственным непрерывным решением
функционального уравнения
T (x) =
{
1
2
T (2x) + x, 0 ≤ x ≤ 1/2,
1
2
T (2x− 1) + 1− x, 1/2 ≤ x ≤ 1. (3)
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Рекуррентное уравнение для моментов Mn функции, которая удовлетворяет (3),
имеет следующий вид (см. [4, 6]):
M0 =
1
2
, Mn =
1
(n+ 1)(n+ 2)
+
1
2(2n+1 − 1)
n−1∑
k=0
(
n
k
)
Mk. (4)
Основной результат настоящей работы
Теорема 1. Справедлива оценка
Mn =
lnn− Γ′(1)− lnpi
n2 ln 2
+
1
2n2
+
2
n2 ln 2
φ(n) +O(n−3),
где функция
φ(x) =
∑
k 6=0
Γ
(
2piik
ln 2
)
ζ
(
2piik
ln 2
)
x−
2piik
ln 2
является периодической от log2 x, а через Γ(x) и ζ(x) обозначаются гамма и дзета-
функции.
Отметим, что приближение
Mn ≈ lnn− Γ
′(1)− ln pi
n2 ln 2
+
1
2n2
справедливо для достаточно больших n, поскольку коэффициенты периодической
функции φ(x) очень малы
2
ln 2
φ(n) ≈ −1.6453 ∗ 10−6 cos(2pi log2 n)− 1.9520 ∗ 10−6 sin(2pi log2 n),
а следующие слагаемые (при k = 2) имеют значение порядка 10−12. Моменты Mn и
их приближение показаны на рис. 2.
Доказательство. Приведем доказательство теоремы, которое основано на приме-
нении пуассонизации и преобразования Меллина.
Рекуррентное уравнение (4) перепишем в следующем виде:
Mn = 2
−n−2Mn + 2−n−2
n∑
k=0
(
n
k
)
Mk +
1− 2−n−1
(n+ 1)(n+ 2)
, n = 0, 1, . . . (5)
Введем функцию M(x), положив
M(x) =
∞∑
n=0
Mn
xn
n!
e−x. (6)
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Рис. 2. График величин n2Mn и приближения, умноженного на n2 (точки)
Fig. 2. The graphs of n2Mn and its approximation multiplied by n2 (dotted)
Подставляя (5) в (6), получим
M(x) =
1
4
∞∑
n=0
2−nMn
xn
n!
e−x +
1
4
∞∑
n=0
2−n
xn
n!
e−x
n∑
k=0
(
n
k
)
Mk+
+
∞∑
n=0
xn
n!
e−x
1− 2−n−1
(n+ 1)(n+ 2)
=
=
1
4
M
(x
2
)
e−x/2 +
1
4
M
(x
2
)
+ x−2e−x
∞∑
n=1
xn
n!
(
1− 2−n+1) =
=
1
4
(
1 + e−x/2
)
M
(x
2
)
+ x−2
(
1− e−x/2)2 . (7)
Введем вспомогательную функцию G(x), положив
G(x) =
x2
1− e−xM(x). (8)
Подставив в (7), получим
G(x) = G
(x
2
)
+ th
(x
4
)
. (9)
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Для нахождения функции G(x) применим преобразование Меллина
G˜(z) =
∫ ∞
0
G(x)xz−1dx, (10)
в результате получим
G˜(z) = 2zG˜(z) +
∫ ∞
0
xz−1 th
(x
4
)
dx.
Последний интеграл вычисляется через гамма-функцию и дзета-функцию [7, 1.6.3].
Поэтому в полосе −1 < <z < 0 имеем
G˜(z) =
(4− 2z+1)Γ(z)ζ(z)
1− 2z . (11)
Функцию G˜(z) можно продолжить на всю комплексную плоскость, в которой
она будет иметь полюса:
1) простые — в точках z = −n, от функции Γ(z), n = 1, 2, . . . ;
2) простые — в точках z = zk, от функции 11−2z , где
zk =
2piik
ln 2
, k 6= 0; (12)
3) двойной — в точке z = 0.
Отметим, что дзета-функция имеет простой полюс в точке z = 1, но функция
G˜(z) определена при z = 1.
Применяя обратное преобразование Меллина, получим
G(x) =
1
2pii
−σ+i∞∫
−σ−i∞
G˜(z)x−z dz, (13)
где 0 < σ < 1.
Для нахождения G(x) по формуле (13) применим теорему о вычетах.
Найдем вычеты функции G˜(z)x−z.
Res
(
G˜(z)x−z, 0
)
=
− (x
−z(4− 2z+1)Γ(z + 1)ζ(z))′z=0
ln 2
+ ζ(0) =
=
2ζ(0) lnx+ 2ζ(0) ln 2− 2ζ(0)Γ′(1)− 2ζ ′(0)
ln 2
− 1
2
.
Подставляя значения ζ(0) = −1
2
[9, 9.535.2], ζ ′(0) = −1
2
ln 2pi [9, 9.542.4], получим
Res
(
G˜(z)x−z, 0
)
= − lnx− Γ
′(1)− ln pi
ln 2
− 1
2
.
Res
(
G˜(z)x−z, zk
)
= −2x
zkΓ(zk)ζ(zk)
ln 2
.
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Применяя теорему 4 и следствие 1 из работы [2], получим асимптотику G(x) при
x→∞ в следующем виде:
G(x) =
lnx− Γ′(1)− lnpi
ln 2
+
1
2
+
2
ln 2
∑
k 6=0
Γ(zk)ζ(zk)x
−zk +O(x−γ), (14)
для любого γ > 0.
Возьмем γ = 2.
Из (14) и (8) получаем асимптотику функции M(x)
M(x) =
lnx− Γ′(1)− ln pi
x2 ln 2
+
1
2x2
+
2
x2 ln 2
∑
k 6=0
Γ(zk)ζ(zk)x
−zk +O(x−4).
Поскольку величина M(x) получена усреднением величин Mn (пуассонизацией)
и функция M(x) удовлетворяет рекуррентному уравнению (7), то для нахождения
величин Mn можно применить теорему 10.5 из [8]. Условия этой теоремы состоят
в нахождении числа β, для которого верны следующие пять неравенств для доста-
точно больших по модулю чисел z = x+ iy:
1
4
2−β +
1
4
|e−z/2| ≤ 1− η;
|z−2(1− e−z/2)| ≤ Bηzβ;
в конусе Sθ = {z : |=z| ≤ θ<z}, где 0 < η < 1, 0 < θ < pi/2, B > 0 – некоторые
константы;
и неравенств
1
4
ex/2 ≤ 1
3
eα|z|/2;
1
4
|e−z/2|ex/2 ≤ 1
3
eα|z|/2;
|z−2(1− e−z/2)|ex ≤ 1
3
eα|z|;
вне конуса Sθ, где α < 1 – некоторая константа.
Нетрудно видеть, что эти неравенства выполняются при любом β > −2. Следо-
вательно, теорема 10.5 из [8] применима и выполняется оценка
Mn = M(n) +O(n−2.99)
при β = −1.99.
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Abstract. Takagi function is a simple example of a continuous but nowhere differentiable function.
It is defined by
T (x) =
∞∑
k=0
2−nρ(2nx),
where
ρ(x) = min
k∈Z
|x− k|.
The moments of Takagi function are defined as
Mn =
∫ 1
0
xnT (x) dx.
The main result of this paper is the following:
Mn =
lnn− Γ′(1)− lnpi
n2 ln 2
+
1
2n2
+
2
n2 ln 2
φ(n) +O(n−2.99),
where
φ(x) =
∑
k 6=0
Γ
(
2piik
ln 2
)
ζ
(
2piik
ln 2
)
x−
2piik
ln 2 .
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